FISICA da MATERIA CONDENSADA
Mestrado em Engenharia Fisica Tecnolégica
Série 1c

1. Em teoria da informagao [1] a fungao medindo a falta de conhecimento,
ou entropia, de um dado sistema, descrito pela distribuicao de probabilidades
p;, deve satisfazer os seguintes quatro axiomas:

1.S(1/M,1/M,...,1/M) = f(M) é uma funcdo mondtona crescente de
M (M=1,2...),

2. f(ML)= f(M)+ f(L) (M,L=1,2,...),

3S(p17,pM) = S(p1++p’r7p’r‘+l++pM)
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(r=1,2,...,M —1),

4. S(p,1 — p) é uma fungao continua de p.

Demonstra-se entao que a tinica fungao satisfazendo estes quatro axiomas
¢ 5 =—kxM pilogp.

a) Admitindo que conhecemos os valores expectaveis de varias fungoes

@ a =1,...,P, dados por M p;f® =< f* > e que a distribuicao de

probabilidade deve estar normalizada, i.e. que >, p; = 1, maximize a
entropia sujeita a estas restricoes, usando o método dos multiplicadores de
Lagrange. Mostre que as probabilidades sao dadas por p; = %e‘ 2o da

b) Obtenha Z a partir da condi¢do de normalizagdo da probabilidade.

¢) Calcule a entropia e obtenha a relagao Z = e oo Na<f>

d) Considere uma variagao do sistema em que tanto as médias < f* >,
como as proprias funcées f¢ podem variar. A partir da variacao das ex-
pressoes obtidas nas duas alineas anteriores conclua que devemos ter 5% =
S Aal< 6f% > =6 < fo 5]

e) Aplique os resultados obtidos a sistemas termodinamicos descritos pe-
los conjuntos canodnico e grande canénico. Obtenha a expressao combinada
da primeira e da segunda lei da termodinamica. Considere ainda que esses
sistemas sao extensos e que pode portanto aplicar o teorema de Euler das
funcoes homogéneas aos potenciais termodinamicos.

f) Faca um tratamento andlogo para um sistema magnético na presenca de
um campo magético, de modo a termos uma dada magnetizacao do sistema.
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2. a) Considere um sistema de bostes o = (E,s, ...), com estados de
particulas simples de energia €,, no conjunto grande canénico. Utilize a
teoria da informacgao (principio de Jaynes e entropia de Boltzmann-Gibbs-
Shannon), em que S = —kp ., ., Pama M Pam,, € obtenha a expressao da
funcao de particao Z, dos nimeros de ocupacao N, e das energias médias
E,. Mostre que a entropia se pode escrever como

S =kp S [(1+ N,)In(1+ N,) — Ny In N,

«

b) Considere um sistema de fermides nas mesmas condi¢oes e mostre que
neste caso

S =k 3 [=(1 = Na)In(1 = N,) — NoIn N,]

«

¢) Tomando como ponto de partida estas expressdes para a entropia de
um sistema bosénico ou fermidnico, verifique que as populagoes N, para
um sistema no conjunto candnico sao dadas pelas expressoes usuais das dis-
tribuicoes de Bose-Einstein ou de Fermi-Dirac.

3. Prove the Baker-Campbell-Hausdorff formula

if the commutator C' = [A, B] commutes with A and B, ie [A,C] = [B,C| =
0, using parameter differentiation, assuming that

ANA+B) 3N A yNC 2N B

=e e’
and determining x(\),y(A), z(A).
4. Obtain the disantangling theorem of the type

et(aJJr—&-,BJo—l-a*J,) _ eH(t)JJr el/(t)Jo ep,* (t)J—



for the SU(2) group, characterized by [Jo, Ji] = £J4, [y, J_] = 2Jy, with
a,a* and p, pu* two sets of independent variables, Determine p(t), v(t), u*(t),
using parameter differentiation.

Solution:
asinh(4t) el — 1 _ o sinh(6t)
» €T Tcosh(ot)— £ sinh(0))2” ' T Scosh(6)— L sinh(31)’

w= 6cosh(5t)—§ sinh(d¢)

where §% = <§)2 + a*a.




